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Аннотация 
Статья посвящена исследованию проблемы гарантированного управления параболиче-
скими дифференциальными уравнениями с ограничениями, связанными с препятстви-
ями на уровне системы. Анализируются методы обеспечения выполнения ограничений 
при достижении целевых состояний в конечный момент времени. Особое внимание уде-
ляется использованию барьерных функций, оптимальных стратегий и методов стабили-
зации для разработки управлений, гарантирующих выполнение условий безопасности 
и эффективности. Научная новизна работы заключается в разработке конструктивного 
алгоритма гарантированного управления для параболической задачи с препятствием. 
Алгоритм основан на адаптации метода управления моделью к классу вариационных 
неравенств. Полученные результаты способствуют развитию теории управления систе-
мами с ограничениями и имеют практическое значение для моделирования и контроля 
процессов в теплофизике, химической промышленности и биомедицине. 
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Abstract 
The article deals with the study on the issue of guaranteed control of parabolic differential 
equations with constraints related to obstacles at the system level. The paper analyses methods 
for ensuring compliance with constraints when target states are achieved at a final point in time. 
The study pays particular attention to the utilisation of barrier functions, optimal strategies and 
stabilisation methods for the development of controls that guarantee the fulfilment of safety 
and efficiency conditions. The scientific novelty of the research lies in the development of a 
constructive algorithm for guaranteed control of a parabolic obstacle problem. The algorithm 
relies on adapting the model control method to a class of variational inequalities. The results 
obtained contribute to the development of the theory of controlling systems with constraints 
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and have practical significance for modelling and controlling processes in thermophysics, the 
chemical industry, and biomedicine. 
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Введение
Для решения проблемы гарантированного управления параболической задачей с пре-
пятствием в ходе исследования предложен алгоритм, основанный на методе управления 
моделью. Данный подход ориентирован на работу с нелинейными динамическими систе-
мами и обеспечивает конструктивную реализацию алгоритмов, устойчивых к информа-
ционным помехам и вычислительным погрешностям.

Так, цель статьи – разработать и обосновать методы гарантированного управления для 
параболической задачи с препятствием, обеспечивающие существование управляющих 
воздействий, которые гарантируют заданные показатели качества и соблюдение препят-
ствий.

Для достижения поставленной цели необходимо:
– формализовать параболическую задачу с препятствием; 
– доказать существование гарантированного оптимального управления.
В настоящее время последователями исследований в области гарантированного управ-

ления параболических задач с препятствиями предложена классическая теория парковых 
вариационных неравенств [1], доказаны существование и единственность слабых реше-
ний, базовая регулярность, свойства свободной границы при дополнительных предпо-
сылках [2], разработана теория оптимального управления, включая концепции лагранже-
вых множителей, вариационные неравенства первого порядка [3].

Интерес к задачам этого класса перешел на более высокий уровень актуальности в на-
чале XXI в., когда стали активно исследовать возможности управления систем с препят-
ствием, в том числе достижения заданных состояний, их регулирование и минимизацию 
времени / энергии при ограничениях на состояние.

Постановка задачи
Исследуется задача устойчивого управления одним классом распределенных систем. 
Кратко ее суть можно сформулировать следующим образом. Движение динамической си-
стемы ∑ рассматривается на заданном временном интервале T = [t0, ϑ]. Траектория систе-
мы x(t) = x(t; u(∙), v(∙)), t ∈ T, зависит от изменяющегося со временем неизвестного входа  
и управления u = u(t) ∈ P. Множества Р и Q заданы. На интервале T вводится равномер-
ное разбиение:

∆ = {τi}m
i = 0, τ0 = t0, τm = ϑ, τi + 1 + δ.
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При дискретных моментах τi с ограниченной погрешностью фиксируются фазовые со-
стояния системы. Сформулирована задача синтеза управляющего закона по обратной свя-
зи для системы ∑, который гарантировал бы сохранение заранее заданных свойств траек-
торий при действии любых допустимых входов v = v(∙).

Перейдем к более детальной формулировке задачи. Пусть система ∑ – параболическая 
задача с препятствием. В этом случае она описывается соотношениями:

xt (t, η) – ∆L (t, η) = a(η) f(t, u(t), v(t)) + F(t, η)

п.в.в. [(t, η) ∈ T × Ω : x(t, η) > μ(η)]; 

xt (t, η) = max{a(η) f(t, u(t), v(t)) + F(t, η) + ∆L μ(η), 0}                            (1)

п.в.в. [(t, η) ∈ T × Ω : x(t, η) > μ(η)]; 

x(t, n) ≥ μ(η) при всех t ∈  T и почти всех η ∈ Ω;

x = 0 в Г × T, F(∙) ∈ L2 (T; L2(Ω)); 

xt (t, η) = max{a(η) f(t, u(t), v(t)) + F(t, η) + ∆L μ(η), 0}

x0(η) ∈ H1
0 (Ω), x0(η) ≥ μ(η) ∀t ∈ T почти всюду в Ω; 

ψ ∈ H2 (Ω), ψ(σ) ≤ 0 почти всюду в Г. 

Соотношения (1) эквиваленты следующему включению:
a(η) f(t, u(t), v(t)) ∈ xt (t, η) – ∆L x(t, n) + β(x(t, η)) – F(t, η), (t, n) ∈ T × Ω;           (2)

β(r) = 0, если r > 0; β(0) = (–∞, 0]; β(r) = 0  для r < 0.

Пусть Ω ∈ Rn – односвязная область с достаточно гладкой границей Γ. Обозначим ∆L 
оператором Лапласа: ∆l x(η) = ∑n

j =1 δ2 x(η) / δ η2
j; f(t, n) ∈ L2(T; L2 (Ω)). Пусть T – времен-

ной интервал. Коэффициент a(η) ∈ L∞ (Ω). Нелинейная функция f(t, u, v) : T × Rn × RM → R 
непрерывна по совокупности переменных. Для простоты будем считать, что μ = 0.

Рассматриваемая задача может быть сформулирована следующим образом. Пусть си-
стема (1) функционирует на заданном временном интервале Т. Ее решение x(t) = x(t; u(∙), 
v(∙)) зависит от некоторого управления u = u(t) ∈ P⊂Rn и возмущения v = v(t) ∈ Q⊂Rn. 
Фиксируем равномерную сетку ∆ = {τ}i

m = 0, τ0 = t0, τm = ϑ, с диаметром δ = δ(∆) = τi – τi + 1.  
Фазовые состояния x(τi) неточно замеряются в моменты времени τi. Результаты измере-
ний ξi ∈ H удовлетворяют неравенствам:

|ξi – x(τi)|H ≤ h, i ∈ [0 : m – 1].                                            (3)

Также заданы непустое множество M ⊂L2(Ω) и число ε > 0. Необходимо разработать 
алгоритм синтеза управляющего закона по принципу обратной связи для системы Σ, 
удовлетворяющий приведенному ниже условию: каково бы ни было возмущение v  =  v(t) 
∈ Q, расстояние между фазовой траекторией x(t) ∈ L2(Ω) и множеством М в момент вре-
мени t = ϑ не превосходит значения ε, при условии, что величины h и δ достаточно малы.

x(∙) = x(∙;U∆, v(∙)) – траектория системы ∑, порожденная неконтролируемым возмуще-
нием v(∙) и управлением u(∙), формируемым по принципу обратной связи 

u(t) = u(t; ξ) = U(τi, ξi),t ∈ δi = [τi, τi + 1).
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Это означает, что в каждый момент времени τi ∈ ∆, i ∈ [0 : m – 1], функция u(t), τi ≤ t < 
τi + 1, вычисляется согласно заданному правилу U. Эта функция подается на вход системы 
∑ на интервале δi = [τi, τi + 1).

Таким образом, задача состоит в построении алгоритма управления нелинейной систе-
мой (1), который минимизирует расстояние от фазовой траектории системы до некоторого 
заданного множества в конечный момент времени. Не будем останавливаться на структу-
ре возмущения v(∙); к примеру, управление, максимизирующее указанное выше расстоя-
ние, может играть роль такого возмущения. Для систем, описываемых обыкновенными 
дифференциальными уравнениями, теория решения таких задач развита в работах [4–6]. 
В данной статье используются идеи из этих работ для управления системой вида (2).

Алгоритм решения задачи
Пусть (∙)H  и |∙|H – скалярное произведение и норма в пространстве H = L2(Ω)  соответ-
ственно:

 V = H0
1 (Ω); P(T) = {u(∙) ∈ L2(T; RN) : u(t) ∈ P при п.в. t ∈ T};

Q(T) = {v(∙) ∈ L2(T; RM): v(t) ∈ Q при п.в. t ∈ T},

где P и Q – фиксированные выпуклые, замкнутые и ограниченные подмножества соответ-
ствующих пространств управляющих воздействий. Для любой пары {u(∙), v(∙)} ∈ P(T) × Q(T),  
решением системы называется функция x(∙) = x(∙; u(∙), v(∙)), которая в силу (2) реализует 
динамику системы и имеет следующие свойства:

x(∙) ∈ C(T; V), xi(∙) ∈ L2(T; H); t → ∆L x(t) ∈ L2(T; H).

Предположим, что x0 ∈ D = V ∩ K.
Таким образом, по результату (1) решение уравнения [4] существует и является един-

ственным. Обозначим:
fu(t, v) = co[f ∶ f = f(t, u, v), u ∈ P]; H(t) = ⋂

v ∈ Q
 f (t, v);

H(∙) = {u(∙) ∈ L2(T; L2(Ω) × R); 

u(η, t) = a(η) u ̃(t), u ̃(t) ∈ H(t) при п.в. t ∈ T};

ωf (δ) – модуль непрерывности функции f, то есть

ωf (δ) = sup{|f (t1, u, v) – f(t2, u, v)| : t1, t2 ∈ T, |t1 – t2| ≤ δ, u ∈ P, v ∈ Q}.

Здесь символ coD означает замыкание выпуклой оболочки множества D. Введем ус-
ловия:

а) множества H(t) для всех t ∈ T непусты;
б) найдется управление u*(∙) ∈ H(∙), которое переводит фазовую траекторию системы

a(η) u*(t) ∈ xt
0 (t, η) – ∆L x0(t,η) + β(x0(t, η)) – F(t, η), (t, η) ∈ T × Ω;  

x0 (t, η)|Г = 0, t ∈ T, x0(t0, η) = x0 (η), η ∈ Ω                                   (4)

на множество М в конечный момент времени ϑ;
в) выполняется условие седловой точки (s = ±1).
Опишем структуру алгоритма решения рассматриваемой задачи, опираясь на подход, 

развиваемый в работах [7–9]. Перед началом вычислений на временном отрезке T задаем 
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равномерное разбиение разбиение ∆h = {τi}m
i = 0, τi = τh, i, m = mh, с шагом δ = δ(h) = δ(∆h) 

с шагом h ∈ (0, 1). Затем вводим управление системой (1) по закону обратной связи так, 
чтобы при произвольном возмущении v(∙) ∈ Q(T) и при достаточно малых значениях h и δ 
и соответствующего параметра движение xh(∙) = x(∙; U∆h), v(∙))в момент ϑ попадало в не-
большую окрестность заданного множества Mε. Алгоритм разбит на (m – 1) однотипных 
шагов. На i‑м шаге, выполняющемся на отрезке δi = δh, i = [τi, τi + 1), производятся следу-
ющие операции. Сначала вычисляется величина ui

e по формуле:

max si
* f (τi, ui

e, v) ≤ inf max si
* f (τi, ui

e, v) + h,                                  (5)

где si
* = (ξi – ψi, a)H, | ψi – x0(τi)|H ≤ h.

После этого (при t ∈ δi,) на вход системы (1) подается постоянное управление вида:
u(t) = ui

e, t ∈ δi,                                                            (6)

то есть предполагается, что

U(τi, ξi) = ui
e, t ∈ δi.                                                        (7)

Вследствие применения заданного закона управления при наличии некоторого неиз-
вестного возмущения v(t), t ∈ δi система (1) переходит из состояния xh (τi)  в состояние xh 
(τi + 1). На следующем, (і + 1)-м шаге описанные действия повторяются. Алгоритм завер-
шает работу в момент t = 9.

Теорема. Для любого ε > 0 найдется h* > 0 такое, что справедливо неравенство 

inf {|xh (ϑ) – p|H ∶ p ∈ M} ≤ ε, если h ≤ h*.

Прежде, чем перейти к доказательству теоремы, приведем одно вспомогательное 
утверждение. Введем функционал

l(y(∙)) : W1,2(T; H) ∩ L2(T; V) → R; 

l(y(∙)) = |y(∙)|C(T; H) + |yt (∙)|L2(T; H) + |y(∙)|L2(T; H).                                (8)

Здесь производная понимается в обобщенном смысле [10]: 

W1,2(T; H) = {x(∙) ∈ L2 (T; H) : xt (∙) ∈ L2 (T; H)}.

Лемма. Существует число K* такое, что для любого 

u(∙) ∈ P(T), v(∙) ∈ Q(T), x(∙) = x(∙; u(∙), v(∙)) 

справедливо неравенство l(x(∙)) ≤ K*.
Доказательство леммы проводится по стандартной схеме [10].
Схема доказательства теоремы. Пусть фиксировано разбиение ∆ = {τi}m

i = 1 интервала 
T с шагом δ(∆) = δ. Оценим изменение функции  ε (t; xh(∙)) = ½ | xh(t) – x0(t)|2H при T. Здесь 
x0(t) – решение включения (4). Векторы vi

e определяются из условия:

min si
*(τi, u, vi

e) ≤ sup min si (τi, u, v) + h.                                      (9)

Очевидно, что: 
H(t) ⊂ fu (t, vi

e), t ∈ [τi, τi + 1).



64

Vol. 4 • No. 4 • 2025 ISSN 2782-4934 (online)    ISSN 2949-477X (print) DIGITAL MODELS AND SOLUTIONS
System analysis

По условию а), согласно теореме Каратеодори [11; 12], справедливо следующее пред-
ставление:

u*(t) = ∑2
r = 1 at, r f (t, ut

(r), vi
e ); at, r ≥ 0, at,1 + at,2 = 1, ut

(r) ∈ P.                 (10) 

Вычитая правую и левую части включений (2) и (4) соответственно, на интервале  
[τi, τi + 1) получим:

xt(t, η) – xt
0(t, η) – ∆L(x(t, η) – x0(t, η)) + β(x(t, η)) – β(x0(t, η)) = 

= a(η) (f (t, ui
e, v(t)) – u*(t)), (t, η) ∈ T × Ω,                                 (11)

где: 
β(x(t, η) = a(η) (f (t, ui

e, v(t)) + F(t, η) + ∆L x(t, η) – xt (t, n) ∈ β (x(t, η));

β(x0(t, η) = a(η) (f (t, ui
e, v(t)) + F(t, η) + ∆L x0(t, η) – xt

0(t, n) ∈ β(x0(t, η)).

Заметим, что отображение z → β(z) максимально монотонно [13], следовательно, спра-
ведливо следующее неравенство:

∫(β(x(t, η)) – β(x0(t, η))) (x(t, η) – x0(t, η)) dη ≥ 0.                            (12)

Кроме того, по формуле Грина имеем:

∫(∆L(x(t, η))) – ∫(∆L(x(t, η) – x0(t, η))) (x(t, η) – x0(t, η)) dη = 

= ∫ |∇(x(t, η) – x0(t, η))|2 dη.                                              (13)

Символ ∇x(η) означает градиент функции η → x(η), а символ |∙| –евклидову норму. Те-
перь умножим правую и левую части равенства (11) на (x(t, η) – x0(t, η)). После интегри-
рования по η, учитывая отношения (12) и (13), получим (для п.в. t ∈ [τi, τi + 1)):

∫(xt (t, η) – xt
0(t, η)) (x(t, η) – x0(t, η)) dη + ∫|∇(x(t, η) – x0(t, η))|2 dη ≤ 

≤ (f (x(t, ui
e, v(t)) – u*(t)) ∫a(η) (x(t, η) – x0(t, η)) dη.                          (14)

Из (14), согласно (10), следует, что для п.в. t ∈ [τi, τi + 1), i ≥ 0, справедливо неравенство:
d/dt ε(t; xh(∙), x0(∙)) ≤ (f (t, ui

e, v(t)) – ∑2
r = 1 at, r f (t, ut

(r), vi
e) (a, xh(t) –x0(t))H.     (15)

Здесь ui
e вычисляется по формуле (6); v(t), t ∈ [τi, τi + 1), неизвестная реализация возму-

щения; правило U(t, x) определено формулами (6), (7). Из (15) следует, что:
d/dt ε(t; xh(∙), x0(∙)) ≤ (f (τi, ui

e, v(t)) – ∑2
r = 1 at, r f(τi, ut

(r), vi
e) si

* + 

+ k1 (h + ωf (δ) + ∫{|xh, τ (τ)|H + |xτ
0 (τ)|H} dτ),t ∈ [τi, τi + 1).                      (16).

Заметим, что из определения векторов ui
e (6) vi

e согласно условию (9), следуют нера-
венства:

si
* f (τi, ui

e, v(τi + τ)) ≤ f (si
* f (τi, u(r)

τi + τ, vi
e), τ ∈ [0, δ].

Умножая неравенства на aτi + τ, r, и суммируя по r, получим:

si
* f (τi, ui

e, v(τi + τ)) ≤ si
* ∑2

r = 1 aτi + τ, r f (τi, u(r)
τi + τ, vi

e), τ ∈ [0,δ].               (17)
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Используя формулы (16) и (17), выводим:

ε (t; xh(∙)) ≤ ε (τi; xh; (∙), x0(∙)) + k1 δ (h + ωf (δ) + ∫τi
τi + 1 {|xh, t |(τ)|H + |xτ

0(τ)|H} dτ, t ∈ δi.   (18)

Если:
ε(t0; xh (∙), x0(∙)) = 0,                                              (19)

то из выражений (18), (19) и леммы для t ∈ T будем иметь:

ε(t; xh(∙), x0(∙)) ≤ k2 (δ(h) + h + ωf (δ)).                                (20)

Утверждение теоремы следует из неравенства (20) и условия б). Теорема доказана.
Таким образом, если h достаточно мало, то расстояние от фазового состояния xh(δ) 

системы (1) до множества М не превосходит заданной априори величины ε, каким бы ни 
было возмущение v  =  v(t) ∈ Q.

Алгоритмы гарантированного управления параболическими задачами с препятствием 
применяются, когда необходимо обеспечить выполнение этого ограничения при неиз-
вестных возмущениях. Перечислим области применения задач данного класса:

	– теплотехника – контроль фазового перехода, поддержание безопасной температуры;
	– гидрогеология – управление уровнями в пористой среде с барьерами;
	– энергетика – управление зарядом/температурой батарей;
	– прикладные финансовые модели;
	– задачи управления трафиком с ограничениями плотности.

Заключение
Гарантированное управление параболическими задачами с препятствиями – важная 
и сложная задача, требующая использования современных методов оптимизации, тео-
рии множеств и стабилизации. Разработка эффективных стратегий позволяет не только 
обеспечить выполнение ограничений, но и достичь целевых состояний в условиях нео-
пределенности и возмущений. В дальнейшем перспективными направлениями являются 
интеграция численных методов, исследование более сложных нелинейных систем и рас-
ширение теоретических основ гарантированного управления.

Дальнейшие исследования целесообразно сосредоточить на нескольких взаимодопол-
няющих направлениях: изучение дифференцируемости и чувствительности отображения 
«управление → состояние» с учетом временной структуры и влияния свободной границы, 
а также разработка масштабируемых численных методов для online управления и парал-
лельных вычислений.
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